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Parametrlordon polinomial asili olan ikiparametrli masaloda
koklu altfazalar sisteminin coxqat tamhgi

Xulasa

Cox sayda parametrdon asili miirokkab tonliklorin hollinin tapilmasinin yegano gobul edilmis
usulu, dayisonlorin ayrilmast tisuludur. Miirokkob tonliklorin bu metodla aragdirilmasi, adi
diferensial tonliklor sisteminin arasdirilmasina gotirir. Bu isa, 6z ndvbasinds, ¢oxparametrli sis-
temlor Gglin moxsusi vektor, qosulmus vektor, coxqat tamliq, coxqat ayrilis va s. kimi anlayislarin
Oyranilmasi zaruratini yaradir.

Dayisonlorin ayrilmasi naticasinds alinan ¢oxparametrli sistemlarin tadqiq olunmasi, operator-
diferensial tonliklor tigiin Kosi mosalasinin hallinin yegano mumkin yolu hesab olunur. Cox-
parametrli sistemo, sistemin ayri-ayri tonliklorinin tosir gostordiyi fozalarin tenzor hasilindo
muoyyon bir tonlik garst qoyulur. Gostarilir ki, bu tonliyin maxsusi vo qosma vektorlari, baxilan
sistemin moxsusi Vo qosma vektorlari ilo Ust-Usto diisiir. Tonliyin qurulmasi ii¢iin iki polinomial
dostonin rezultantinin abstrakt analoqundan istifado olunur. Qeyd etmok lazimdir ki, bu fisul,
hamgcinin, parametrlordon xatti asili olmayan ¢oxparametrli sistemlori 6yronmays imkan verir.

Isdo parametrlordon geyri-xatti asili olan vo 6z-0z(ina qosma olmayan ikiparametrli sistemlora
baxilmisdir. Miixtalif ikiparametrli sistemlorin moxsusi va qosulmus elementlarinin ¢oxqat tamligt
Vo coxqat bazisliyi gostorilmisdir. Miiayyan sartlor gobul etdikds ikiparametrli sistemlorin moxsusi
Va qosulmus elementlori tenzor fozalarin hasilindo ¢oxgat tam sistem omalo gatirir.
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The Multilevel Completeness of the Root Subspaces System in a Two-parameter
Problem Dependent on Polynomial Parameter

Abstract

The only generally accepted method for solving complex equations dependent on multiple
parameters is the method of separation of variables. The investigation of complex equations using
this method reduces the problem to the study of systems of ordinary differential equations. This, in
turn, necessitates the study of concepts such as eigenvectors, associated vectors, multi-
completeness, multi-separation, and others for multiparametric systems.

The study of multiparametric systems obtained through the separation of variables is considered
the only viable approach to solving the Cauchy problem for operator-differential equations. For a
multiparametric system, a specific equation is associated with the tensor product of the spaces
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influenced by the individual equations of the system. It is demonstrated that the eigenvectors and
associated vectors of this equation coincide with the eigenvectors and associated vectors of the
investigated system. The construction of the equation involves utilizing an abstract analogue of the
resultant of two polynomial sets. It is worth noting that this method also enables the study of
multiparametric systems that are not linearly dependent on the parameters.

This work examines two-parameter systems that are nonlinearly dependent on the parameters
and are not self-adjoint. The multi-completeness and multi-basis properties of the eigen and
associated elements of various two-parameter systems are demonstrated. Under certain conditions,
the eigen and associated elements of two-parameter systems form a multi-complete system in the
tensor product of spaces.

Keywords: operators, eigenvalue, multi parameter system, Hilbert space, two parameter system

Giris
Coxparametrli nozariyyonin qurulmasinda F.V.Atkinsonun fundamental tohfasi olmusdur. O,
daginiq faktlar1 analiz edarok 6z-6zlina qosma ¢oxparametrli sistemlorin arasdirilmasi ti¢iin abstrakt
metod yaratmisdir. Atkinson tarofindon verilon vo onun davamgcilari torafindon inkisaf etdirilon
metodika yalniz 6z-6zlina qosma c¢oxparametrli sistemlari 0yronmaya imkan verir ki, bu da halli
talob olunan mosalalorin bir hissesidir. Oz-6ziino qosma olmayan mosalolor iso xiisusi arasdirma va
yeni yanagma tisullar1 tolob edir.

Tadgigat
d k
Baslangic sorti — XO|=t. = )ﬁ(k
gtk 10
I +i +—= A, +.. d " — An |X(t) =0 1
olan i} dt2 A2 N (1)

operator-diferensial tonliklar tigiin Kosi masalasina baxilir.
Bu masalanin halli

A(/I,y):A0+/1Al+...+/1nAn + A

_ m
B(4,u) = BO+ABl+...+/1 Bm +,uBm+1

kimi ikiparametrli sistemin hallina gatirir.

@)

Burada, A, - Hl &) H2 Hilbert fozalarinin tenzoru hasilindo Xotti operatorlardir.
X, € Hl ®H 2

Teorem. Tutaq ki, N>mM v asagidaki sortlor 6donilir:

a) A, operatorlart H, seperabel Hilbert fozasinda tosir gosterir vo

_i
A €Gooy Ay = A, (i=0,1,..,n), AA N Gy, KerA, = {6}

b) B; operatorlari sonlu dlgiiliic H, Evklid fozasinda tesir gostorir.

KerB, ., ={6}

Onda (2) sisteminin maxsusi va qosma vektorlar: sistemi H, ® H, fozasinda n-gat tam sistem
amoalo gatirir.
Isbati. (2) tonliyinds ixtiyari A parametrini qeyd edok. Tutag ki, A = A,.Onda u

parametrindan xotti asili olan iki dosta , A(Z.O y U ) B(ﬂ,0 y M ) dastalarini alariq.
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Bu dastolorin rezultant1 olan

R(A(4,, 1), B(4,, 1) =

operatoru H, & H, tenzor hasilinin diiz cominds tasir gostarir.

(A+AA+..+TA) A

n+1

(B.+4B +..+4'B) B

m+1

A(lo , ,u) Vo B(/'L0 , ,Ll) dastolorinin eyni moxsusi qiymoto malik olmalari iigiin zoruri vo kafi
sort, bu dostolorin rezultantinin niivasinin sifirdan fargli elements malik olmasidir. Bu isa
A(lo U ) Vo B(lo 7 ) dostalarinin spektrinin diskretliyi sortidir. Teoremin isbat1 el qurulur Ki,

rezultantin niivasinin ()A(, yj € (Hl ®H ) )2 elementinin birinci koordinati, parametrin A = ﬂ,o
giymatinda tonliyin maxsusi vektoru ils tst-sto diisiir.

[E ® Bm+1 - An+1 ® BO + ﬂ’(Ai ® Bm+1 - An+1 ® Bl)+

+AX(A®B, —-A,®B,)+..+A"(A®B,  -A, ®B )+

+ ™A ®B +.+AA®B |x=0
Bundan bagqa axirinct tonlikdo onun A, maxsusi giymetins uygun olan har bir moxsusi vektor,
R(A(ﬂ,o 7 ), B(ﬂo , M )) rezultantinin niivesinin elementinin birinci koordinati ilo tist-iisto diisiir.
Ker(A(/IO , ,u), B(ﬂo , ,Ll)) * {9} sartinds aliriq ki, (2) ikiparametrli sistemi (ﬂo , ,u(ﬂ,o ))

moxsusi giymatino malikdir.
Tutaq ki, element

(f(, Y)e KerR(A(A, 1), B(4,, 1)), XeH, ®H,, yeH ®H,,

yoni, R(A(A,, 1), B(A,, y))(f(, y) =0
Vo ya
(E,+A +AA +..+ LA ) %+ A §=0
3)
(B, +AB, +..+ A"B_) %+B’ §=0
soklindadir.
(3)-iin birinci tonliyinin sol torafine E, @ B_  operatoru ils, ikinci tonliyina iso
An+1 &® E2 operatoru ils tasir edak. Birinci tonlikdan ikincini ¢ixaq, onda
[(El + A\))® Bm+l o An+l ® Bo +/1(A¢ ® Bm+1 - An+1 ® Bl)+
+ P(A®B  —~A ®B)+..+A"(A ®B  ~A ®B )+ 4)
+ ™A ®B +.+1A®B _|x=0
alariq.

(4) tonliyino (Br:+1 )+ operatoru ila tosir etdikdo alariq:
M(1)x=[E,®E,+ A ®E,-A ®B*B, +

m+l 0
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+ /I(A ® E2 - An+l ® Br;ilBl)_'_ /12 (AZ ® EZ - An+1 ® Br:]ilB2)+ (5)
+.+A2"(A QE,~A ®B'B )+ 1A ®E, +

+.+ A A ®E,|x=0
Asanligla gostormok olar ki, baxilan teoremin sorti, Keldisin Hilbert fozasinda spektral

parametrdon polinomial asili olan operator dostasinin qosma vektorlar sisteminin goxqat tamligi
haqqindaki [1] teoremi ilo uygunlagir.

A ®E, operatoruy, H, ® H,-do sonlu tortibli tamamilo kesilmez 6z-6ziine qosma
operatordur, bels ki, An -sonlu tortibli tamamils kasilmaz 6z-6zline qosma operator, E2 -isa sonlu

olculi H , fozasinda toyin olunmus operatordur.

I
A. An " tamamilo kasilmoz operator olmas: sorti,

(A. ® Ez)(An ® E2 )7 (I =12,...n-1n +1) operatorlarinin Hl & Hzfszasmda
tamamilo kasilmoaz olmasi demokdir.
Demoali, (5) tonliyinin 0z-0zlina qosma vektorlar H1 ® H2 fozasinda n-gat tam sistem

muoyyan edir.
Indi isbat edok Ki, (4) tonliyinin 0z-6zlina qosma vektorlari, (2) sisteminin 6z-0ziino gosma

vektorlaridir, basqa sdzlo, onlar da H, &@ H ,-do n-gat tam sistem miioyyon edir.

Tutaq ki, X - (4) tonliyinin moaxsusi vektorudur. (4) tenliyindo bazi cevirmalor aparag, onu
asagidaki sokilda gOstorak:

[(E, + AA + A +..+ A + ™A +..+ A )QE, -

~A.®B*B +4AB B +..+A'B*B )|x=0 (6)
(5) tanliyina gora geyd etmaliyik Ki,

[f(, (-B'B,+4B B +..+A"B’B ) x]

m+l 1

elementi, R(A(ﬂ,o , ,u), A(/lO , ,u)) rezultantinin niivasina daxildir.

(Dzhabarzadeh,1998: 12-18) vo (Dzhabarzadeh, 1999: 33-40) islorinds rezultantin niivasinin
elementinin birinci koordinati hortorafli analiz edilorok gostorilmisdir ki, baxilan halda bu element

XeH, ® H, elementidir.
(Dzhabarzadeh,1998: 12-18) vo (Dzhabarzadeh R., 1999:33-40) islorinda homginin goéstarilir

ki, X,
X QY +X , Yy +..+X Y, )
soklindo elementlorin Xotti kombinasiyasidir. Burada X ,..., X, (uygunolaraq, Y, Y,,..., ¥,)-
A(ﬁo, ,u) (uygun olaraq B(ﬂ,o, ,u)) operatorunun Umumi ,u(ﬂo)mexsusi giymoto uygun oz-

0zlina qosma vektorlarinin kasilmis zancirlaridir, bels ki, X - A(ﬂo,,u), B(ﬂ,o , ,u) doastalarinin

bitiin Gmumi moxsusi ,u(lo)qiymatlerins uygun
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(AO ® Bm+1 - An+1 ® BO))_(_FJ“(AI ® Bm+1 - An+1 ® Bl))_(+"'+

+ ﬂ“m (Am ® Bm+1 - An+1 ® Bm ))_( + /1m+1Am+1 ® Bm+1)_( +..t
+1"A, ®B,, x=0

elementlorinin xotti kombinasiyasidir.

Asanligla gostormok olar ki, |1 = 0 olduqda (7) elementlori (2) sisteminin moxsusi vektorlari,
1=12,..., oldugda iso (2) sisteminin X ® Y, moxsusi vektoruna uygun birinci, ikinci vo s.
gosulmus vektorlar1 olur. Burada (2) sisteminin qosulmus vektorlar A parametrina deyil, M

parametrino nozoron diferensiallanandir. Bu elementlor, (2) sisteminin (ﬂ,o, ,u(ﬂ,o )) MoXsusi
giymatina uygundur.
Nohayat gostarak Ki, (6) tenliyinin qosulmus vektorlari, (2) sisteminin qogma vektorlaridir.
Re S(A( ,u) B( ,u)) operatoru H ® H tenzor hasilinin ikili formasi olan

(H1 & Hz) diz caminds asagidaki tonliyi yaradir:

_ A + + + A+ + A+
M (ﬂ., XO _ (E + Ab) An+1 + l A h+1 + /12 AZ h+1

A - + + 0 B+ B+ 0 B+ B+ +
Xo,1 Bo Bm+1 1 m+1 2 ml
m Ar: Ar:— +1 m-+1 Ar: Ar:— +1 n A: O 5\( 0
+o+ A T T AT L T et A ] =0 @
Bm Bm+l Bl Bm+l O Bm+l XO,l

2
(8) tonliyi tigiin Keldis teoreminin biitiin sartlori ddanilir. Naticado, (H L ®H 2) fozasinda

(8) 0z-0zuino qosma vektorlar sisteminin n-qat tamligi alinir. Buradan goriiniir ki, agor ()A(l, )A(l,lJ

vektoru, (8) tonliyinin moxsusi vektoruna uygun birinci qosulmus vektordursa, onda

ﬂ)(xl,x“j d'\/(lj—g)(xo,xm) 0,

olur, basqa sozlo asagidaki
(E" + A )Sut A Kb AA K+ AA St o+ DA K+
+ A K+ A K+ A+ LA K+ A Ko+ AL Kot

+ Zﬂo A; )A(o+ 210 A;l )A(0,1+ vt mﬂ,omilA; )A(o+ m/ls’lA;H )A(o,l-l- - nlgilA: )A(o =0

V')
B, X+ B X, + 4B X+ 4B, Xu+..+ A B X+ 4B X+ A"B] X, +..+
+ 4B X, +B X+ B, X, +24B, Xo+24,B] X, +..+ 4 B Xe+mA " x

x B’ Koat(M+L)AB’ X +..+nNAL'B’ X', =0

m+1° 0,1 m+1 Ol
barabarliklori 6danilir.
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Axirinct barabarlik gostarir Ki, X1, coxparametrli sistemin qosulmus vektorunun torifini ddayir.
Naticads aliriq ki, (2) sisteminin qosulmus vektorudur.

Analoji gaydada gostormak olar ki, tonliyin biitiin qosulmus vektorlari. (2) sisteminin qosulmus
vektorlaridir.

Teorem isbat olundu.

Natica
Mixtolif ikiparametrli sistemlorin moxsusi vo qosulmus elementlorinin ¢oxqat tamligt vo
coxqat bazisliyi gostorilmisdir. Miiayyan sortlor gobul etdikds ikiparametrli sistemlarin maxsusi va
gosulmus elementlori tenzor fozalarin hasilindos goxqat tam sistem amolo gatirir.
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