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Dekart hasillorin vo filtirlorin Replik sistemlords totbiqi

Xiilasa

Coxobrazlilar vo Kvazigoxobrazlilar nozariyyolori cobr vo riyazi montiq nozoriyyalori osasinda
eyniliklor cobri sistemlor siniflorini dyronir. Kvazigoxobrazlilar haqqinda ilk naticolor konkret cobri
problemlorin halli ilo baghdir. Cabr vo riyazi mentiqin miistaqil bdlmasi kimi kvazigoxobrazlilar
nozoriyyasi Maltsevin, Yonsonun,Makkenzinin vo digorlorinin elmi islorindo 6z oksini tapmisdir.
Kvazigoxobrazlilar nozoriyyasinds ilk imumi naticolor nozori-model metodlari vasitasi ilo alinmigdir.
Kvazigoxobrazlilar nazariyyesi daxilinds modellar nazariyyasinin bir ¢ox problemlorini hall etmok
miimkiin olmugdur. Buna gors do totqiqat isi topoloji goxobrazlilar tiglin shomiyyat kosb edir.
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Application of Cartesian Products and Filters in Replic Systems

Abstract

The theories of manifolds and quasimanifolds investigate classes of algebraic systems defined by
identities, based on the foundations of algebra and mathematical logic. The initial results on
quasimanifolds were derived in connection with the solution of specific algebraic problems. As an
independent branch of algebra and logic, the theory of quasimanifolds has been developed in the
works of Malcev, Jonsson, McKenzie, and others. The first general results in this field were obtained
using model-theoretic methods, which have made it possible to address numerous problems in model
theory. Therefore, this research is of significant importance for the study of topological manifolds.
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Giris
Miixtalif simvollarin ixtiyari toplusu olifba adlanir. Forz olunur ki, biz hor biri 6ziinii vo ya
olifbanin horflordon ibarot ixtiyari sonlu ardicilliga baxa bilorik. Bu horflor ardicilligi verilmis
olifbada s6zlor adlanir. Daha sonra biz slifbanin simvollarint onun “yenidon yaratdigi” horflorindon
forqlondirmayacoyik. Masalon, forz edok ki, olitba 0,1,+,=,a,b simvollarindan ibaratdir.

aa,abab,a+=I[ 0+I[=]+]=++a

ardicilliglar1 mahiyyot etibar1 ilo verilmis olifbada sozlordir. ©gor onlar eyni uzunluga
malikdirlorso vo uygun horflori borabordirso onda onlar iki s6z (qrafik olaraq) borabor adlanir.
Verilmis slifbada biitiin sézlor toplusu (mocmusu,coxlugu) bu olifbada formal dil adlanir. Verilmis
formal dilin sozlorinin xiisusiyyotlorindon danigmaq iiglin dilin olifbasina aid olmayan bozi
simvollardan istifado edirik. Bu simvollar isaro dilinin simvollar1 vo ya isaro simvollar1 adlanir.
Xisusi halda “formal dilin hor hanst A vo B s6zlorino baxaq” ifadesinda A,B harflori formal dilin
olifbasina daxil deyil vo isars simvoludurlar (metasimvol). Beloliklo, forz edok A, B -har hans1 formal
dilin sozlaridir. Ovvalca birinci A sdziinilin harflorini, sonra isea B soziiniin biitiin harflorini yazmaqla
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yeni s0z alariq ki, bu da A,B sozlorinin kompozisiyasi adlanir vo AB ils isars olunur. Hordon onu
noqto ilo do isars edirlor ki, bu da s6zlorin hasili omoliyyati adlanir. Olbatto bu omoliyyatin naticosi
s0z -vuruglarin diiziiliisiindon asilidir. Masalon,

aba- ba=ababa, ba- aba=baaba.

Ancaq aydindir ki, sdzlori kompozisiyasi amaliyyati assosiativdir.

Tadqgiqat

Verilmis formal dilds toyin olunmus sdzlorlo yanasi horden bos s6z adlandirilan A4 xiisusi
simvoluna da baxilir. Torifo goro (Baxsoaliev, & Obdiilkerimov, 2011; Marmadov, 2014):

JI- A=A-JI=A

hesab edilir vo bos s6zun uzunlugunu o adodi adlandirilir.
ogor XpYn X2, Y>,...,X, Yy (1) tonliyinin biitiin hallori vo

uz. Xi<uz. Xo<...<uz.Xy

(burada uz. s6zun uzunlugunu bildirir) olarada X,Y ii¢iin sa, onda: X3 Yz hollori A1-in A-ya birinci
daxil olmasina uygun, X>Y> hollori iso ikinci daxil olmaya uygun hoallordir vo s. Burada X,Y iiciin
X=A va ya Y=A ola bilor. Ogor X|=A olarsa, onda A] A-nm baslangic hissasi vo ya baglandic alt s6zii
adlanir. Deyilona uygun olaraq A bas sozii

A-a/ ... A-ar..an=a ... aas...am A .

Ayrihsindan goriinon m uzunluqlu sézlori m+/7 daxilolmasidir.

Forz edok ki, A1 - A sozilinlin altséziidiir, B iso hor hansi verilmis sozdiir. A]-in A-ya A=XA|Y
ayrilisina cavab veron z-ci daxilolmasina baxaq. XBY so6zii B soziiniin A soziindo A! sdziiniin z-ci
daxilolmasinin avazins avozetms naticasi adlanir, simvolik olaraq,

Sb](A; A/, B) il isara olunur,

Burada Sb; -ovozetmo omoliyyatinin simvoludur.

Masalon:

Shx(abac;a, c) =abcc, Sb; (ab, A, c) -cab,

Shi(cab;a,A)=cb

Teorem 1. Forz edok ki, S- U- cobrini doguran elementlor toplusu, a iso S-in U ils eyni tipli olan
p cabrina inkasidir. a* inkasimn P-daki U homomorfizmine qodor davam etdirilo bilmasi li¢iin zoruri
vo kafi sort U signaturanm ixtiyari Ty T2 termi vo s.-don olan ixtiyari al,...,ar li¢iin

Ti (al,...,ar)=T> (al,...,ar)=>
=>Ti1 (a, a*,...,a*)=T> (aa®,...,a™*)

Tarif 1. ekvivalentlik miinasibotinin M ¢oxlugunda indeksi M! ¢ faktor ¢oxlugunda yanasi
siniflorin giicline (sonlu oldugda sayina) barabordir (Dzhabbarzade, 1980; Artamonov, 1990).

Teorem 2. p iimumi cabri sonlu cabrlorin dekart hasilin oldugda alinir ki, p cobrinin tam asil
olmayan sonlu indeksli konqurensiyalar kiilliyatina malik olsun.

Teorem 3. On timumi cobri timumi cabrlorin dekart hasilino onda va ancaq onda ayrilir ki, an
cobri tam asili olmayan konqurensiyalar kiilliyyatina malik olsun.

Qruplar, halqalarve klassik cabrin digor bdlmalorindo dekart hasil konstruksiyasinin miihiim
ohamiyyat kasb etmasi, asason qruplarin dekart hasillorinin qrup, halqalarin dekart hasillorinin halqga
vo sairo olmasidir. Birinci tortib nozoriyyonin bir ¢ox xassolori {iclin ¢ox vaxt dekart hasil
konstruksiyasi yararli olmur, bels ki, miioyyon xassoyo malik olan iimumi cobrlorin dekart hasillori
bu xassoyo malik olmur. 50-ci illorin sonlarinda timumi cabrlorin I tortib nazariyyaye aid xassolorini
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0zlinds saxlayan ultrahasillori konstruksiyas1 yarandi.

Tarif 2. Bos olmayan I ¢oxlugunun alt ¢oxluglar ¢oxlugunun miioyyon D alt ¢oxlugu asagidaki
sartlori 6doyarso (Grettser, 1982; Gorbunov, 1998):

1) D-don olan istonilon iki alt goxlugun kosismosido D daxildir.

11) D daxil olan har alt ¢oxlugu 6ziinds saxlayan alt goxluqda D daxildir.

ii1) Bos ¢oxluq 0 D-ya daxil deyil. I ¢oxlugu tizarindos filtr adlanr, 1), ii) sortlorindon asanliqla
ahnir ki, D-yo daxil olan ixtiyari alt ¢oxluglarin kosigsmosido D-yo daxildir. I bazis ¢oxluguda D
filtirinodo daxildir. I ¢oxlugunun miioyyon M ¢ / alt ¢oxlugunu 6ziinds saxlayan alt ¢oxluglar sinfido
1) ii) vo iiil) sortlorini aydindir ki, 6dayir filtrdir (Birkgoff, & Barti, 1976). Xiisusi halda 1 6ziido
ayriligda bir sinif kimi gotiiriilorso filtr adlanir. Bu tip filtrlor bas filtrlor adlanir. Yerds galan filtrlor
bas olmayan filtrlor adlanir. Aydindir ki, F fikiri onda ancaq onda bas fikir olur ki, ona daxil olan
biitlin alt ¢oxluglarin kosismosidos F' daxil olsun.

Sonlu ¢oxlugun alt ¢coxluglar ¢coxlugu sonlu oldugundan, I sonlu ¢oxlugu iizorinds olan biitiin
fikirlor bas fikirloridir. Hor bir I sonsuz ¢oxlugu iizorindo bas olmayan filtirlor vardir. Onlardan on
sadosi Frese filtiri adlanir vo asagidaki qaydada qurulur. Forz edok ki, n |/|-ni agsmayan hor hansi
sonsuz gilicdiir. Dy ils I coxlugunun tamamlayici ¢oxlugunun giicii z kicik olan alt ¢oxluqglart y1gimini
isaro edok. Aydindir ki, D, I coxlugu {izorinds toyin olunmus fikirdir. 0G 7 va /11 < alt ¢oxluqglarida
aydindir ki, D-ya daxildir. Bu ¢oxluglarin /11 < & oe 7 koasismasi 0 ¢oxlugdur vo demali D,, daxil
olan ¢oxluglarin kasismasi bos ¢oxlugdur. Buna goérs do D, bas filtir deyil.

Moasalon, natural adadlor ¢oxlugu iizorinds yegana Frese filtiri vardir (tamamlayicisi sonlu ¢oxluq
olan biitiin alt coxluglar sistemi). C hoaqiqi adadlor ¢coxlugu iizerinds Frese fikirlori:

a) tamamlayici goxluglar sonlu ¢oxluq olan alt ¢oxluglar

b) tamamlayicisi sonlu va ya hesabi olan alt goxluqlar sistemi

Frese fikiri olmayan fikiro misal olaraq, natural oadadlor ¢oxlugu ancaq sonlu sayda ciit adad
saxlayan alt ¢oxluqglar sinfini gdstormok olar.

Ogar I ¢oxlugu verilmissa, I coxluga tizarinds har bir filtir 1) ii) va iii) sortlorini 6doyon 2' -nin alt
coxlugudur. I tizerindo toyin olunmus filtirlor ailesi, daxil olma miinasiboting gdro qismen
nizamlanmis ¢coxluqdur.

Teorem 4. lizorindo verilmis ixtiyari filtirlor ailosinin bos olmayan kosismosido I iizorindo
fikiridir. I tizerinds daxil olma miinasibatine gora zancir amala gatiran filtirlor ailasinin birlogmasido
I iizorindo filtirdir. Teorem 1 fikirlorinin sads xassasini ifads eidr va isbati aydindir.

Teorem 5. coxlugunun miioyyon Z alt ¢oxluqglar yigiminin I tizerinds miioyyan filtirs daxil olmasi
ticlin zoruri vo kafi sort E daxil olan istonilon sonlu sayda alt coxluglarinin kesigmosinin bos ¢oxluq
olmamasidir.

Tarf 3. {izorindo heg bir filtrs alt filtr kimi daxil olmayan filtir I izorinds ultrafiltr adlanir.

Aydindir ki, I tizorinds ultrafiltir olan bas filtirlor geyd olunmus oe/ elementlori 6ziinds saxlayan
alt ¢oxluglar goxlugudur. Bas olmayan ultrafiltrlorin varlig1 asagidaki teoremdon alinir.

Teorem 6: 1 coxlugunun miiayyan Z alt ¢oxluqglart yigimi I ¢oxlugu tizarinds verilmis ultrafiltrin
alt coxlugu olmasi tigiin zoruri vo kafi sort Z olan istonilon sonlu sayda ¢oxluqglarin kosigsmosinin bos
coxluq olmamasidir

Ogor verilmis filtir daxil olan biitiin alt ¢coxluglarin kosigsmosi bos ¢oxlugdursa (mosslon Frese
filtri) onda D 6zlinds saxlayan har bir ultrafiltrds bas olmayan ultrfiltir olacaq, belalikls har bir sonsuz
coxlugda bas olmayan filtirlor var. Ultrafitrin varlig1 haqqinda teoremin isbatt Sorun lemmasina
osaslanir (yoni segmo aksiomuna) Sorun lemmasinin kdmoyi olmadan hotta natural adadlor coxlugu
tizorindo bas olmayan ultrafiltirlor qurulmamisdir. Hor bir filtrin ultrafiltro qodor genislondirilo
bilmasi hokmiiniin se¢gma aksiomu ils ekvivalent oldugunu asanligla géstarmak olar. Filtrin maksimal
filtr olmas1 haqqinda slamati agsagidaki teorem verir.

Teorem 7: I ¢oxlugu tlizerinds D filtir onda vo ancaq onda ultrafiltir olur ki, ixtiyari 4 ¢ /
coxhadlisinin 6zii vo ya tamamlayicist D daxil olsun.

Torif 4. Q signaturali R imumi cabrlor sinfi vo bu signaturalt 21 imumi cabri verilmisdir. 21
iimumi cabrinin R iimumi cabrlor sinfin daxil olan 21 imumi cobrins a epimorfizmi o vaxt R-morfizm
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adlanir o vaxt ki, 21 timumi cabrinin ixtiyari R-o daxil olan B {imumi cabrins olan y epimorfizmi
ticlin, 21| iimumi cabrinin B {imumi cobrins elo a epimorfizmi olsun ki, y=a/?

barabarliyi dogru olsun.

Qeyd 1.21 {imumi cobrini hor bir R-morf obrazi, 21 timumi cabrinin R sinfindo replikas1 adlanir
va 2Ir-ilo isars olunur.

Qeyd 2. Torif 1-don bir basa alinir ki,ogor 2IeR-so,onda 2I-nin 21—ya eynilik inkast R
morfizmdir vo buna goradas har bir R-a daxil olan timumi cabr R-ds 6ziiniin replikasidir.

Torif 5. Q signaturasinin R-do replikasi olan cobrlori Rep(R) ilo isars olunur vo R- in replik
sistemi deyilir.

Noatica
Totqiqat isindo asagidaki naticolor alinir:
1) Q signaturah R timumi cabrlor sinfinds ixtiyari QI {imumi cobrinin replikast olmasi tigiin
zoruri vo kafi sort R sinfinin irsi .miiltiplikativ dayaniqli vo birelementli cobrin olmasidir.
2) Ixtiyari R iimumi cobrlor sinfi iigiin predR =SnRe
Bu teoremlordon bilavasita alinir ki,
a)Aksiomatiklogdirils bilon R timumi cabrlar sinfinin replik dolu olmasi tigiin zoruri vo kafi sort
R kvazigoxobrazh olmasidir
b) Ogor R cabrlar sistemi aksiomatiklagdirilo bilondirse ,onda SEIR” sinfi kvazigoxobrazlidir.
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